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11. Introduction 



La recherche de formes normales ( cf. travaux de Chern-Moser [7] , Moser- Webster 
[17], Webster [20], Huang-Krantz [13], Gong [12] et Ebenfelt [11]) pour les sous- 
varietes analytiques reelles de C n souleve la question de la convergence des normal- 
isations formelles. Moser et Webster ont donne des exemples de surfaces C w dans 
C 2 a tangente complexe isolee et hyperboliques au sens de Bishop, formellement 
mais non holomorphiquement normalisables (a cause d'un phenomene de petits 
diviseurs, voir [17]), meme lorsque la forme normale est elle-meme analytique ou 
algebrique. En revanche, il apparait qu'un tel phenomene ne se produit pas pour 
les objets CR, d'apres les resultats recents de Baouendi-Rothschild obtenus en col- 
laboration avec Ebenfelt ou avec Zaitsev, et enonces avec des hypotheses generiques 
de non-degenerescence (voir [2,3,4,6]). Ces auteurs etablissent notamment qu'une 
application formelle inversible entre deux sous-varietes CR-generiques finiment 
non-degenerees (ou essentiellement finies) et minimales de C n est convergente. On 
demontre ici un theoreme de convergence plus general, valable sans hypothese de 
non-degenerescence, et qui confirme la rigidite du cas CR. Ce resultat s'interprete 
alors comme un principe de symetrie de Schwarz formel pour les applications CR 
et il borne aussi le degre de transcendance de l'application formelle par rapport au 
corps des fractions rationnelles (cf. Coupet-Pinchuk-Sukhov [8,9]). 

§2. Application de symetrie et 
equivalences formelles de varietes cr 

2.1. Application de symetrie. Soit h : (M,p) -^-jr (M',p') une equivalence 
formelle entre deux sous-varietes analytiques reelles (C^) CR-generiques de C n . On 
suppose p = p' = dans des coordonnees centrees t G C n , t' G C n et on note 
m := dimcRM = m', d := codimigM = d' , m + d = n. Dans un travail anterieur, 
l'auteur a remarque l'existence d'un invariant plus general que h, qu'il convient 
d'appeler application de symetrie et suggere Finteret d'etablir sa regularity, lorsque 
(M',p') est holomorphiquement degeneree. Cette application synthetise en une 
seule serie formelle le "jet d'ordre infini en v' de la variete de Segre complexifiee 
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conjuguee (voir [13]) S' h ^ n : (v 1 ,t) h- > j^S'^, v' G C n , z/ G S' h ^, de la maniere 
suivante. En coordonnees locales i' = (it;', z') G C m x C d , r' = (C' 5 £'); telles 
que les <i equations de la complexifiee extrinseque (M',0) := ((M') C ,0 C ) s'ecrivent 
r = &'_((', t') = E 76 N-C /7 e;(t'), ona5l (t) = {(A',/i'): 0' = 0'(A', /»(*))}, ou 
v' = (X',p,'), et l'application de symetrie sera par definition la serie formelle d- 
vectorielle K' h (p' \t) := p,' - E 7 eN- A' 7 6 7 (/i(t)) G C{z/}[t] d . Dans ces conditions, 
le lien de 1Z' h (&' , t) avec j^S h ^ s'exprime par une collection infinie de series : 

(2.2) j$s' h{t) = 0/,{dfM(^*)]W) = WO, 

en prenant les jets avec dependance du point base, e.g. j^(t) := (t, {<9"\I/(t)}| Q |< fc ). 
Par definition, cette application formelle lZ' h depend du systeme de coordonnees 
mais sa convergence en est independante (fait qui decoule de l'invariance biholo- 
morphe des varietes de Segre) . Void notre resultat principal : 

Theoreme 2.3. Si (M,p) est minimale, alors l'application de symetrie lZ' h est 
convergente, i.e. 1Z' h (v',t) G C{u',t} d . 

Remarques. (a) De maniere equivalente : toutes les applications 7 (/i(t)) =: </? 7 (£) 
(une infinite) appartiennent a C{t} d , et 3 e, C > 0, \ \t\ | < e => \ \<p' 7 (t)\\ < C^\ +1 . 

(b) L'etude de la regularity de lZ' h generalise adequatement le principe de syme- 
trie de Schwarz en plusieurs variables. En effet, aucune condition de non-degeneres- 
cence n'est supposee sur la variete image (M',p'), comme dans le cas n = 1. 

(c) On supposera dans la suite (M,p) minimale au sens de Tumanov (voir [3]). 

Applications. Voici maintenant deux applications importantes de ce theoreme. 

• Premierement, rappelons que (M',p') est holomorphiquement non-degeneree 
si et seulement si le rang generique de l'application t' h- > (G 7 (t')) j g e N m est egal a n 
(critere de Stanton [19]). Dans ce cas, les hypotheses du lemme suivant (qui decoule 
directement de [1]) seront satisfaites : 

Lemme 2.4. Soient R(t,t') G C{t,t'} n , t,t' G C n , et h(t) G C{tj n , h(0) = 0, 
verifiant : R(t, h(t)) = et det (^ (t, M0))i<W<n ^ 0. Alors h(t) G C{t} n . 

dQ>' 

En effet, d'apres [3,19], il existe 7 1 ,... ,7™ G N m tels que d&(-^F-(*'))i< fciI < n ^ 0, 

et comme det( dh g}^ )i<fc,/<n(0) 7^ 0, l'hypothese est satisfaite avec Rk(t,t') := 
& „(t), 1 < k < n, ou %(h(t)) =: ^(t) G C{t} d d'apres le Theoreme 2.3. 

Par consequent, d'apres le critere de Stanton et le Lemme 2.4 : 
Corollaire 2.5. Si (M',p') est holomorphiquement non-degeneree, h(t) G C{t} n . 

Reciproquement, il est connu que si (M',p') est holomorphiquement degeneree, 
il existe : (M',p') — >jr (M' \p') inversible et non convergente (cf. [5] et §9 ci- 
dessous). Le Corollaire 2.5 donne ainsi une condition necessaire et suffisante pour 
la convergence de l'application formelle h(i). 

Plus generalement, notre resultat peut aussi s'interpreter comme un resultat 
d'analyticite partielle de h, dans l'esprit de Coupet-Pinchuk-Sukhov (voir [8,9]) : 
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Corollaire 2.6. Le degre de transcendance de V extension de corps Frac(C{t}) — > 
Frac(C({t}))(hi(t) , . . . , h n (t))) C Frac(C[tJ) est inferieur ou egal au rang generique 
e' de I 'application holomorphe t' \— > (0^(t')) 7 gN m - 

En effet, le graphe formel de h est alors contenu dans une composante irreductible 
de dimension n + e' de l'ensemble analytique complexe {(t, t'): Qty(t') = <£> 7 (t), V7} 
et le Corollaire 2.6 decoule done de la caracterisation du degre de transcendance 
par la dimension minimale d'un ensemble analytique contenant ce graphe (voir [9]). 

• Deuxiemement, d'apres le theoreme d'approximation d'Artin [1] applique aux 
equations analytiques %(h(t)) = <p' 7 (t) E C{t} d (7 E N m ), il existe H(t) E C{t} n 
verifiant Q'^(H(t)) = <£> 7 (t) E C{t} d , V 7. L'application t 1— > H(t) etablissant alors 
une equivalence convergente (voir §8), on en deduit : 

Corollaire 2.7. Les varietes CR-generiques C u minimales (M,p) et (M',p') sont 
biholomorphes si et seulemement si elles sont formellement equivalentes. 

Remarque. Ce resultat a ete obtenu recemment par Baouendi, Rothschild et Zaitsev 
dans [6] en supposant l'application t' 1— > (<d' 1 (t')) ie ^r n de rang constant au voisinage 
de p', et en travaillant avec un ramnement du theoreme d'Artin du a Wavrick. 

2.8. Conditions de non-degenerescence. Ainsi, tout repose sur le Theoreme 
2.3, mais habituellement, les theoremes de regularity d'applications CR sont etablis 
avec des conditions supplementaires de non-degenerescence. Toutes ces conditions 
de non-degenerescence peuvent s'exprimer a travers le morphisme des k-jets de 
varietes de Segre, introduit par Diederich et Webster ([10]), et qui a servi a definir 
l'application de symetrie ci-dessus. Soit jf/S' T , le k-jet au point t' de la variete de 
Segre complexifiee S' T , = {(w', z') : z' = Q'(w', r')}, qui definit une application holo- 

morphe c </ k : M' 3 (t\r') ^ j k v S' T , = (t>, - Q'(w',r'))} w < k ) E C"+ d ^ . 

Soit p' c := (p',p') E M! . Classons toutes ces conditions par ordre croissant de 
generalite (pour l'implication nd4 ^> nd5, voir [15]). On dit que (M',p') est : 

ndl. Levi-non-degeneree en p' si Lp[ est une immersion en p' c . 

nd2. Finiment non-degeneree en p' si <p' k est immersive en p /C , V k > ko- 

nd3. Essentiellement finie en p' si cp' k est finie en p' c V k > ko. 

nd4. Segre-non-degeneree en p' si rg-geW^lU/ ) = m', Vfc > ko. 

nd5. Holomorphiquement non-degeneree si rg-gen(^) = dimc-M', V k > ko- 

En particulier, l'equivalence formelle h converge sous chacune des conditions ndl 
a nd5 ci-dessus, d'apres le Corollaire 2.6, qui generalise des resultats deja connus. 

Comparaison avec les resultats precedents. La demonstration du cas ndl suit im- 
plicitement des formes normales de Chern-Moser [7] ; le cas nd2 est traite dans 
[2] ; le cas nd3 dans [4] ; le cas nd4 par l'auteur dans [15] ; et enfin, le cas nd5 
par l'auteur, dans [15], en codimension un (cas hypersurface) . Ensuite Mir a traite 
le Theoreme 2.3 en codimension un (voir [16]). Mir avait ecrit auparavant un pre- 
print traitant le Theoreme 2.3 lorsque (M',p') est algebrique (cf. aussi [9]), cas tres 
special, puisque toutes les series {0 7 (t')}7eN m sont algebriquement dependantes sur 
un nombre fini d'entre elles. Cependant, mentionnons que l'utilisation d'identites 
de reflexion conjuguees, qui constitue l'idee principale dans la demonstration du 
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present article (voir §5 ci-dessous) et qui permet de traiter la codimension quel- 
conque sans hypothese d'algebricite, est une idee qui apparait deja clairement dans 
[15] sans y avoir ete toutefois exploitee de maniere appropriee. 

Remarque sur les conditions de non-degenerescence. A chaque etape de la demon- 
stration par recurrence du Corollaire 2.6, chacune des conditions ndl, nd2, nd3 
et nd4 permet de substituer a la consideration de V infinite de series formelles 
{0 7 (/i(£))} 7e pjm celle des n composantes de h. Dans ce cas, il n'est pas necessaire 
de travailler avec les identites de reflexion conjuguees (voir [2,3,4,5,6,16]). Mais ici, 
dans le cas general, on travaillera avec cette collection infinie {0 7 (^(i))} 7 eN m en 
utilisant de maniere cruciale la symetrie du probleme par conjugaison complexe. 

Remerciements . L'auteur tient a reconnaitre ici sa dette envers les travaux de Ba- 
ouendi-Rothschild et co-auteurs dont il s'est inspire. 

§3 Notations et preliminaires 

3.1. Equations definissantes. Dans des coordonnees t = (w,z) G C m x C d et 

t> = (w',z') G C m x C d s'annulant en p et en p' et telles que T C M nC^ = {0} 
et T§M' n Cf, = {0}, les varieties (M, 0) C (Q\ 0) et (M',0) C (CJ,,0) sont 
donnees par deux systemes de d equations scalaires analytiques Zj = Qj(w,t) et 
z] = e;-(«;',F), 1 < j < d. Soient r := (C,£) := (t) c et r' := (CO := (i'Y 
les variables complexifiees formelles auxquelles correspondent les complexifications 
extrinseques (M,0) cC[xQ de (M, 0) et (M',0) C CJ} x C£, de (M',0), dont 
void les equations donnees sous les formes conjuguees equivalentes : 

E 6 7 (r) et z' = w ' 7 © 7 (A 

7EN" 1 76N m 

E co,(t) et e'= E c /7 e;(f). 

Quitte a choisir des coordonnees normales, on supposera 6 7 (0) = et O 7 (0) = 0, 
V 7. Ici, les fonctions analytiques (i-vectorielles 7 (£) := XlaeN™ ^-y,at a G C{£} d , 
satisfont une inegalite de Cauchy : ||0 7 (£)|| < Cl 7 l +1 pour \\t\\ < e, ou e, C > 0, 
et de meme pour 0'. On pose r(t, r) := z — Q(w, r) et r'(t' , r') := z' — Q'(w', t'). 
Ainsi, f(r,t) = £ - 0(C,£) et f'(r',f) = £' - 6'(O*0- Par hypothese, il existe 
deux matrices inversibles a(£, r) G C{t,r} dxd et a'(t' : r') G C{t / ,r / } dxd telles que 
r(t, r) = a(£, r) f(r, *) et r'(f , r') = a'(t', r') f'(r', t% avec a(0) = -7 d xd = a'(0). 

3.3. Application formelle. L'application formelle donnee /?.(£) est par definition 
une serie formelle vectorielle h(t) = (h±(t), . . . ,h n (t)) G C[t] n , h(0) = verifiant 
det (^f)i<fc,z<n(0) 7^ et (apres complexification) r'(h(t),h(r)) = c(£, r) r(t, r), 

pour une matrice (necessairement inversible) c(t,r) G C[t,r] dxd . Afm de la dis- 
tinguer d'une veritable application ensembliste, on ecrira h c = (h,h): (M,0) 
(M',0) avec l'indice JF pour "formel" ou bien on ecrira u r'(h(t),h(r)) = lorsque 
r(t, t) = 0". Une telle expression a un sens, puisque sur la variete complexe (2m + 
ef)-dimensionnelle (M,0) = {(t, r): r(i, r) = 0}, on peut choisir (indifferemment) 
les coordonnees (w, r) ou (£, t) et alors on entendra l'identite r'(h(t), h(C, 0(C *))) = 
dans C[C, Bien entendu, on pourrait utiliser le langage adequat de la theorie 
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des morphismes d'algebres locales, mais les calculs presentant deja une certaine 
complexity, nous prefererons les exposer sous une forme directe. Ainsi, l'hypothese 
h(A4,0) dp (A4',0) sera exprimee par les deux equations equivalentes : 

(3.4) /(f) = e'(g(t)~h(r)) (<=►) /» = 0'(g(r),h(t)), "lorsque r(f,r) = 0". 

Enfin, nous aurons besoin d'une propriete de symetrie par conjugaison complexe 
des objets et des series formelles. Soit h c = (h,h): (M.,0) (Ai',0) comme ci- 
dessus, h c (t,r) = (h(t),h(r)) et posons a(t,r) := (f, f), a'(t',T') := (f',t'). Alors : 

(3.5) a'(h c (t, r)) = a' '(h(t) ,h(r)) = (h(f),h(t)) = h c (f, i) = h c (a(t, r)). 

3.6. Application de symetrie. L' application de symetrie lZ' h (&',t), t G C n , 
v' = (A', fx') G C m x C d sera par definition la serie formelle ci-vectorielle : 

(3.7) n' h {v\t) = u>- J2 * 7 e c{i?}[t} d 

Remarque. Soient des variables xi,X2 G C. L'anneau CjxiJIa^} n'a pas de sens. 

Lemme 3.8. La propriete H' h (v' ,t) G C{v',t} d est independante du choix des 
coordonnees («/, z') telles que T^M' n Cj = {0}. 

Preuve. Consequence aisee de l'invariance biholomorphe des varietes de Segre. □ 

§4. Convergence de lZ' h et de ses jets sur les chaines de Segre 

On note £ := (£\ . . . , £ m ) et £ := (£}, . . . ,£ m ) des bases de T X '°M et T°^M 
a coefficients holomorphes qui commutent, donnees par £ J := + 9@ q™' t ^ 

et £ J := -fir + ^f 1 ^, et £ w {0) = £^(. . .£% m {0)) le m-flot de £, w G C m 
(de meme pour £ c (0), C e C m ). Clairement, £ w (0) = (iy, 0(u>, 0), 0, 0) G C 2n 
et £^(0) = (0, 0, C, ©(C) 0)) e C 2n . Les concatenations alternees de tels flots 
sont appelees k-chaines de Segre, par exemple, pour = 2j, (w±, . . . ,W2j) i— > 
^ u , 23 _(>C tl)2 ._ 1 (. ..£ W2 (£ Wl (0)))) G Al, i.e. £^(£^(0)) = K, 0(wi, 0), ty 2 , 6(iy 2 , 
6(wi, 0))), etc. (voir [14]). On a aussi a(£ w (0)) = £^(0), etc.. Si on convient 
de noter w^) := (wi, . . . , Wk), ou w±, . . . ,Wk G C m sont proches de 0, ces fc-chaines 
seront abregees dans la suite par 1^ (w^) ) • 

Remarque. Un point de vue ensembliste equivalent sur les chaines de Segre a ete 
developpe par Baouendi, Ebenfelt et Rothschild (voir [3]). Dans [14], l'auteur a 
ensuite geometrise ce point de vue en introduisant les flots de champs de vecteurs. 

On note V£A(t) := (df x(t))\p\<K e C[t] K ^ le K-jet d'une serie formelle 
vectorielle x(t) e oil ii" G N*, k G N. Par exemple, V^Tl' h (V' ,t) = 

E 7eN ^A' 7 v?[e;(/»(*))]. 

Lemme 4.1. Sozf g(x) G C[x] 2r \ avec q(0) =0. On a V t K /i(£ c (g(x))) = V{h(q(x)) 
dans C{x,Q n ^r et V*h(£ w (q(x))) = V^h(q(x)) dans C[x, wj nL ^r . 

Preuve. On note g(x) = (qi(x) , q2(x)) G C" x C™ et qi (x) := (q\( x ) , a 2( x )) e 
C m xC d . II est facile de voir que £ ? (g(x)) = (q'i(x), C+^K^)) ®(C+?2 ( x )^i( a; )))7 et 
comme V?h(t, r) = V t K /i(^), on a bien /i(£ c (?(x))) = V?/i(gi(x)) = V$h(q(x)). 
La deuxieme propriete decoule de la premiere grace a la symetrie par conjugaison 
complexe (3.5) et grace a la relation a(£ w (q(x))) = £ iD (a(q(x))). □ 

D'apres le critere de minimalite de [3] reformule dans [14] : 
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Lemme 4.2. La variete CR-generique (M,p) est minimale si et seulement si 
T k : C mk — > (Ai, 0) induit une submersion en pour k > 2d + 1. 

Ainsi, il nous suffira de demontrer que lZ' h (i>' , T k (w^)) £ C{z/, W(fc)} d , VfceN 
pour en deduire que Tt' h (p\t) G C{p',t} d , comme souhaite (c/. [2,3,4,6,15,16]). 

4.3. Estimees de Cauchy. Dans cet objectif, il est necessaire d'estimer la crois- 
sance des normes | |G^(/i(t))| | quand I7I — > 00. Commengons par une formule stan- 
dard et universelle de derivation composee. 



Lemme 4.4. Soit (3 G N m . II existe un polyndme universel d-vectoriel Qp tel que 
(4.5) 



r a?[%(h(t))] = Q^{dfh(t)} s < A[d! / %](h(t))}s<p) 

(Q p ({d s t h(t)}s<f3,0) = 0. 



Preuve. On note Q j3({h 5 j} 5 < J ff- n , {6' k } 5 <^~ ) ce polynome. II verifiera (4.5) si et 
seulement si Qo = 0'° et, par recurrence, 

(4. 6) Qp+P , : = E E ^ ^ + EEE S k s+1 ' < 

6<Pj=l 3 5<f3k=lj=l 0t> k 

ou (3 1 G N m avec I/? 1 1 = 1 et ou lj = (0, . . . , 1, . . . ,0) avec 1 a la j-ieme place. □ 

Si ¥(f ) G C[f'p> on note [V^(h)](T k (w (k) )) := {[d^(h(t))]\t:=r k ( W(k) )} m <.. 
Maintenant, en utilisant les polynomes Qp, l'estimee de Cauchy ||V£0' (t')\\ < 

C"' 7 ' +1 et le theoreme d'Artin ([1]), on peut estimer ||G^(/i(t))|| quand I7I — > 00 : 
Lemme 4.7. Soient k G N et k G N. ies proprietes suivantes sont equivalentes : 

(1) [V?ftJJ(iX,r*(u; (fc) )) G C{z/,«; (fc) } d — . 

(2) [V t K 6;(/i)](r fc ( W(fc) ))GC{«; (fc) }^,V7eN m 3C>0,3e>0tq: 
\\w(k)\\ < e =>• || [Vt%( h M T k(w(k))) II < C |7|+1 (estimee de Cauchy). 

(3) [V?e;(/»)](r fc («; (fc) )) G C{«; (fc) } d ^ ; V 7 eN m 

Preuve. On a (1) (2) et (2) =>• (3). Etablissons l'implication (3) =>- (2). 

Soit /3 G N m , |/3 1 < re. Soient C > et e > deux constantes positives dont 
la valeur pourra varier suivant le contexte. Par hypothese, [df 0^(/i)](rfc(w( fc ))) =: 
( Pj( w (k)) ^ C{tU(fc)} d , V 7 G N m . D'apres le Lemme 4.4, cette relation peut s'ecrire : 

(4.8) Qp({d d t h(T k (w (k) ))} s <p, {[4%]{h(T k (w (k) )))} s <p) = <f%(w w ). 

On l'interprete comme une relation analytique satisfaite par les series formelles 
{dth(r k (w( k )))}s<[3. D'apres le theoreme d'Artin, il existe une solution conver- 
gente de l'eq. (4.8), soit {H s (w^)} s </3, ou H 5 (w^ k )) G C{w( fc )} n . Or, grace 
a la relation Qp({dth(t)}s</3, 0) = et aux estimees de Cauchy satisfaites par 
les differentielles d^O'^t'), S < 0, on en deduit aisement une estimee de Cauchy 

\\Qpm}W n ^°'^W d )\\ ^ Chl+1 P° ur H({M}JS- n ,K 5 }JS- d )ll < e. Par 
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composition avec la solution convergente {H s (w(k))}s<Pi H s (0) = 0, on en deduit 
l'estimee de Cauchy souhaitee pour ||u>(fc)|| < e : 

(4.9) \\Qp({H s (w {k) )} 5 < p , [d 5 t/ %](H°(w (k) ))}s< p )\\ = \\^(w (k) )\\ < C^+\ □ 

Ainsi, il suffit d'etablir (3) par recurrence sur k en admettant a chaque etape 
l'equivalence avec (2). Cette recurrence procedera en deux moments (§6 et §7) : 

Etape 1. Pour tout fcGN, on a : 



(V?e;(fc)](r fc (u; (fc) )) et [V;e;(fc)](T fc (ti; (fc) )) G C{w (k) } d ^r , v «, 7 



(ti + k)! 



[e;(fc)](r fc+1 («; (fc+1) )) et [e;(/i)](r fc+1 ( W(fc+1) )) g c{™ (fc+1) } rf — , v 7 ) . 



Etape 2. En supposant I 'Etape 1 vraie pour k — 1, pour tout kgN, on a : 

[vre;(fc)](r fc ( W(Jfc) )) et [v^e;(fc)](r fc («; (fc) )) g c{™ (fc) } d ^,v 7 ) =► 
[vt +1 %(h)](r k (w (k) )) et [vr 1 e;(/ i )](r fc ( W(fc) )) G C> (fc) } d ^W V 7 ) . 



Remarque. II est clair que pour fc = 0, les hypotheses de l'Etape 1 et celles de 
l'Etape 2 sont satisfaites. 

§5. SYMETRIE PAR CONJUGAISON COMPLEXE ET DERIVATIONS CR 

Mais tout d'abord, si (3 G N m , on note \(3\ := • -+[/? m | £^ := C}^ ■ ■ ■ C mf3m . 

Appliquant ces derivations aux deux identites r' (h(t) , h(r)) = et f' (h(r) , h(t)) = 
0, t G C n , r G C n , r(t,r) = 0, on obtient deux families infinies d'equations, deux 
identites de reflexion conjuguees, qui sont satisfaites sur M. : 



(5.1) 



(*): / = Q'(g, h), =^^^(6;^)), V/3GNr- 

76N m 

(*) : / = <d'(g, h), CP] = Q' y (h), V (3 G N?. 



Or, il existe une matrice a'(t',r') G C{t / ,r / } dxd , telle que a'(0, 0) = —Idxd et 
r'(*',T') = o'^r')^'.*')- On en deduit dans C{*'}[r] d : 



(5.2) (cP[r'{t\h{r))] =0,V/3GN m ) ^[f'(/i(r),i')] = 0,V^N 



et en particulier, l'equivalence des systemes (*) et (*), que Ton va exploiter. Mais 
habituellement, seul le systeme (*) est consider e (cf. [2,3,4,5,6,8,9,10,16,18,19]). 

Enfin, on utilisera plusieurs fois deux proprieties formelles qui decoulent de trans- 
formations lineaires elementaires sur des systemes trigonaux infinis. 
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• Premierement, d'apres un calcul qui utilise l'hypothese det (^-)i<fc,/<n(0) 7^ 
et qui est classique dans les travaux de Baouendi- Rothschild (cf. [3]), on a : 
(5.3) f 

r)=J2 i^^}(t, r) e;(0, V (3 G w 



(3\ 7! 



ou les termes sont analytiques pres de x x V l/3 l/i(0) et r(t, r) = 0. 

• Deuxiemement, on a la resolution formelle directe du systeme trigonal infini : 



(5.4) 



(0 + 7)! 



\ 7 eN™ M " /- 



76 n; 

Posons T k (w (k) ) := a(T k (w {k) )), i.e. T^wt) = C Wl (0), T 2 (w {2 )) = £ W2 (C Wl (0)), 
etc. Alors on a dans C{w( k )} ™ !k! : 



(5.5) [V^(h)](T k (w {k) )) = 



[V^0 7 (/i)](r A .(iU( fc ))), si fc est impair, 
[Vr©7^)](Ijfc-i(^(jfc=i))), si fc est pair. 



§6. Saut a la chaine de Segre superieure 

Preuve de I'Etape 1. On traite seulement le cas k pair (le cas k impair est sim- 
ilaire et s'y ramene formellement g la symetrie par conjugaison complexe 

(3-5.5)). Tout d'abord, comme k est pair, on a deja : [Q'(h)](T k+ i(w^ k+ i^)) = 

— — 1 (n + K.) ! 

[®~(h)](Tk(w(ty))] G C{w( k )} «!«■! , V 7, c'est-a-dire la deuxieme moitie de la con- 
clusion de I'Etape 1. Plus generalement, en appliquant encore le Lemme 4.1, on 
a: [VK%(h)](T k+1 (w (k+1) )) = [VK%(h)](T k (w (k) ))} G C{«; (fc) } d W, convergent 
par hypothese. Ensuite, les coefficients de £ etant analytiques, on a facilement : 



Lemme 6.1. II existe Pp analytique tq. £ /3 (9 7 (/i(r))) = Pp(t,r, [Vf Q' (h)])(r). 

Par consequent, tous les termes suivants sont convergents (V 7 G N m ) : 
(6.2) 

[£*©;(&)](r fc+1 ( W( ^ 

Le theoreme d'Artin s'applique done aux equations (*) ecrites au point (t, r) := 
Tk+i(w(k+i))i dont les coefficients sont analytiques grace a (6.2), equations qui 
sont satisfaites par la serie formelle h(T^ k+ i-)(w^+i)))- Ainsi, il existe une solution 
convergente de ces eqs. (*) que l'on note H(w^+i)) G C{w(fc+i)} n . D'apres 1' equiva- 
lence (5.2) des systemes (*) et (*), cette solution satisfait aussi le systeme : 
(6.3) 

f(r k (w (k) )) = ^ 7 (r fc (^))) e^(H(w (k+1) )), 

76N m 

[^f](r k+1 (w (k+1) ))= [^}(r k+1 (w {k+1) )) %(H(w ik+1) )), V/3GNr- 

7eN m 
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Apres la transformation lineaire (5.3) sur ce syteme et sur (*), on a 
(6.4) 

e' p (H(w {k+1) ))+ { -^zr 9 J (n(w {k) )) e' 0+1 (H( W(k+1) )) = 

= n^T k+1 (w (k+1) ),Vfh(f k (w {k) ))) = (V (3 G N m ) 

= 0' p (h(T k+1 (w {k+1) ))) + ^flT ^^k(w (k) )) %+^h(T k+1 (w ik+1) ))). 

Pour terminer, on applique aux eqs. (6.4) la resolution (5.4). On en deduit que 
%(h(T (k+1) (w {k+1) ))) = Q' p (H(w (k+1) )) G C{w {k+1) } d converge, V/5eN m C'est 
la premiere moitie de la conclusion de l'Etape 1. □ 

§7. Recurrence des jets sur une chaine de Segre 

Preuve de l'Etape 2. On traite seulement le cas k impair (le cas k pair est sim- 
ilaire et s'y ramene par symetrie en utilisant (3-5.5)). Tout d'abord, comme k 
est impair, on a deja [V* +1 %(h)](T k (w {k) )) = [V^e'^hWk-iiw^))] G 

(n + K + l)! 

C{wr k _i\] ™ ! («+!)! convergent V 7, puisque Ton suppose vraie l'Etape 1 pour k — 1. 
C'est la deuxieme moitie de la conclusion de l'Etape 2. En verite, on va effectuer 
un calcul direct qui generalise l'Etape 1 du §6 pour montrer [V*0' (h)](T k (w^)) G 

, (n+K)< 

C{w(fc)} , V n, en faisant au passage une recurrence sur les jets (i.e. sur k) 

du type de l'Etape 2 (voir la preuve du Lemme 7.20). 

Soient done £ G C d et G C mfc . Soit T le d-champ de vecteurs tangent a M. 

defini par T := £ + et soit T := £ + ^f^£. On a [£, T] = 0. 

Lemme 7.1. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 



(a) [V t K ©;(/i)](r fc («; (fc) )) G C{ W(fc) } rf — , VkgN. 

(b) [£' 5 T a e;(/i)](r fc («; (fc) )) G C{ W(fc) } d , V <5 G N m , V a G N d . 

(c) [x a e;(/i)](r fc («; (fc) )) g c{ W(fc) } d , v « g N d . 



JWe. Comme C = £ + X = £ + ^§^£, ^ = (d w ,5 2 ) et 

<99(o,o) _ j^^^^ on a p ar transformations lineaires. De plus, on a (c) 

=► (b), car d s Wk [*(r k (w (k) ))} = di^^r^w^)))] = [jc s *](r k (w {k) )). □ 

II suffit done de prouver (c). Soit (£,p) 1— *• X^(p) l e rf-flot de T. Bien sur, on a 
^ a [*(X e (g(x)))] = [X a ^](T ? (g(x))). Considerons T^(T k (w {k) )) G M On pose : 
(7.2) 

E P (w {k) ^t') ■■= e w ' 7 [^Q;(^)](x^( r feKfe)))) ) 

76N m 



pour tout /3 G N m (c/. (*)-(*)). D'apres la definition de a'(t',r') (voir §3.1), on a : 

#o(«>(fc),f,0 = a'(t',/i(T c (r fc (w (fc) )))) F (w( A; ),£,t / ) 5 
*b(u>(fc),f,* / ) = a'(/i(T c (r fc (w (fc) ))),i / ) £ (™ (fe) , £,*')■ 



(7.3) 
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Appliquant toutes les derivations Cf aux eqs. (7.3) : 

(7.4) ' 

Ep(w (k) ,£,t') = a'(t\w {kh £) Fp(w {kh £,t') + J2 a 's (3 ( t ', w (k),0 F s (w (k) ,^t'), 

S<[3 

Fp(w (k) ,^t')=b'(t',w {k) ,0 Ep(w (k) ,Z,t') + Ysbf(t',w (k) ,0 E s (w {k) ,Z,t'). 

8</3 

Ici, a'/(t',w {k) ,0, b'/(t',w {k) ,0 E C{t'}{w {k) ,a dxd - D'apres (7.4), ona(c/. (5.2)) 
Ideal ({Ep(w( k ), £, ^)}/?6N m ) = Ideal ({Fp(w( k ^, 0}/3eN™)- Plus generalement, 
par recurrence sur a G N d , on definit une collection {Ef ] } a 

en d ,pen m de fonctions 
(i-vectorielles comme suit. Soit a 1 G N d avec \a 1 \ = 1. On pose Tq = t' et : 

E£\w( k) ,Z,lf) := Ep(w (k) ,^t'); et : £^ a+Q } (w( fc) , f, {T,;,} Q ,< a+Q i) := 

(7.5) { dEf , dEf ] 

^ a'<a ^ 

On definit aussi la collection similaire {i^ } a €N d ,/3eN m - Par construction : 



(7.6) 



Ef\w {k) ,(;,{T' a ,} a ,< a ) 



T' a ,:=U_fh\(X^k{w{k)))), V a'<a 



d^Epiw^^h^iTkiw^))))}. 



Voici maintenant une propriete generalisant (7.4) qui se verifie par un calcul formel 
direct en utilisant les relations (7.3) et les definitions (7.5) de Ep et de F^ : □ 

Lemme 7.7. Dans Vanneau C{{T^,} Q ,/< a }[ty( fc ), £] d , on a pour tout a E N d : 
(7.8) 

Ideal ({i4 Q) («; (fc) ,U^} )}/36N-)= Weal ({F ( p a \w (k) ,£, {T' a ,} 

a.'<a 



Suite de la demonstration. D'apres (*), la serie formelle h('T_^(r k (w( k - ) ))) est une so- 
lution des equations Ep(w( k ^,£, h(^(T k (w^ k ))))) = 0, V (3 E N m . Par consequent : 



(7.9) 



= 9f | € =o[^(w(fc)^,/i(I^(r fc («; (fc) ))))] = 
= Ef\w {k) , 0, {[T'h]{T k (w {k) ))} a ,< a ), V a E N d , V /3 G N™ 

Maintenant, on fixe a G N d et on considere le sous-systeme fini : 

(7.io) 4 Q,) K fc) ,o,{[x-"/i](r fc ( W(fc) ))} a »< a o = 0, Va'<o. 

Lemme 7.11. Les equations (7.10) sont analytiques, i.e. : 

(7.12) E { f\w (k) ,0,{T a »} a »< a >) e CHfc),{T a »} Q »< a/ } d , V a' < a, 

Preuve. En eflet, comme est impair, on a r^-u^)) = £ Wfc (T k _i(w( k _i))), d'ou 

— — — — Cti-I-kV 

[V^%(h)](r k (w {k) )) = [V^^Krfc-!^.!))) G C{ W(fc _ 1} } di ^, puisqu'on 
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suppose vraie l'Etape 1 pour k — 1. Par consequent, en appliquant le Lemme 6.1, on 
voit que les derivees d£ \^=o[\^Qj(h)](T^(T k (w^)))] G C{w^} d des coefficients 

de -* (cf. eq. {7.2) v " re ) par rapport a {T a //} a »< a convergent toutes. □ 
Ainsi, il existe des solutions H a '(w( k )) £ C{w^)} n , ex' < «, satisfaisant : 

(7.13) 4 Q,) ( w «'°'{^"( w «)}-"<-') = ' Va'<a. 
Grace a la propriete (7.8), on deduit de (7.13) : 

(7.14) F^'\w (k) ,0, {# a »(«>(fc))}a»<a') =0, V a' < a. 

Mais on a aussi d'un autre cote en derivant (7.2) 2 "' e par rapport a £ : 

(7.15) F^ Q,) («; (fc) ,0, {[T a "h](r k (w (k) ))} a// < a/ ) = 0, Va'<a, 

une identite que Ton peut reecrire plus explicitement comme suit : 
(7.16) 

9r'l^o[[£"/](I £ (r i ( mw )))] ^ E E a ,n # a „y 

of - a "[[^g^(v k (w (k) )))} 9f[e;(MX ? (r fc («; (fc) ))))]|^ o , v«'<«. 

Or, il existe clairement des fonctions O^" analytiques telles que : 

(7.17) e; a "({[x Q '"/ i ](r fc («; (fc) ))} a »,< a ») := df | c=0 [e;(/*(T ? (r fc («; (fc) ))))]. 

Par consequent, on peut reecrire les equations (7.14) et (7.16) comme suit : 
(7.18) 

sri^o[[£"/l(T,(r,K t) )))] -EE ^ , ° 1 

7eff™a"<a' V ' 



9f- a "l^o[[^ 7 ](l4(r fc K fc) )))] e; a ({#a'»(™ (fc ))} a »'< a »), v«'<a. 



(7.19) 



76N m a"<of' V y 

af- a "k =0 [[^ 7 ](X ? (r fc («; (fc) )))] Q'/\{[r a '"h}(r k (w ik) ))} a/ ,< a// ) = o. 



On va maintenant utiliser (5.3-4) afin de deduire des equations (7.18-19) : 
Lemme 7.20. Pour tout 7 G N m et tout a' < a, on a : 

(7.21) % a ' ({[T a '' h](T k (w (k) ))} a// < a/ ) = e'/({H a „(w {k) )} a/ ,< a/ ) G C{w (k) } d . 

Preuve. En appliquant directement (5.3-4), ceci est vrai pour \a'\ = en con- 
siderant les eqs. (7.18-19) seulement au rang a' = 0, comme a la fin du §6. Sup- 
posons par recurrence que (7.21) est vrai pour a' < a, \a'\ = kG N*. Soit a' < a, 
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| ckq I = k + 1. On ecrit les eqs. (7.18-19) au rang a' := a' et on les soustrait deux a 
deux. Grace a cette hypothese de recurrence, on obtient : 



(7.22) 



[£V](r (fc )H fc) )) [o'/ ({H^(w {k) )} a// < a[) )- 

76N m 



-e; a °({[T«"/ i ](r fc («; (fc) ))} a „< a ,) 



= 0, 



pour tout (3 E N m . D'apres (5.3-4), on a alors (7.21) pour a' = a' . Ainsi, l'eq. (7.21) 
conclut que [T a %(h)](T k (w (k) )) E C{w (k) } d , V a E N d . □ 

Conclusion 7.23. Grace au Lemme 7.1, on a ainsi acheve d'etablir la premiere 
(et la seconde) moitie de I'Etape 2 (cas k impair). En appliquant le Lemme 4-7 
pas a pas dans le procede de recurrence en deux moments defini par I'Etape 1 et 
par I'Etape 2, on en conclut que TH h {p' ,T k (w^)) E C{z/', W( k )} d , VIcGN, et done 
TZ' h (p',t) E C{u',t} d par minimalite de (M.,0). 

La demonstration du Theoreme 2.3 est terminee. □ 

§8. Equivalences formelles et equivalences holomorphes 

L'enonce suivant precise le contenu du Corollaire 2.7 : 

Theoreme 8.1. Soit h: (M, 0) (M',0) une equivalence formelle entre sous- 
varietes CR-generiques minimales C w de C n . Pour tout N E N*, il existe une 
equivalence holomorphe H^: (M, 0) (M',0) avec -ff/v(t) = h(t) {mod \ \t\\ N ). 

Preuve. D'apres le Theoreme 2.3, il existe cp^(t) E C{t} d tel que %(h(t)) = ip'^(t), 
V 7 E N m . Soit N E N*. Appliquant le theoreme d'Artin, on obtient une ap- 
plication holomorphe satisfaisant Q'(H^(t)) = (pL(t), V 7 E N m et H]y(t) = 
h(t) (mod \\t\\ N ). Bien sur, on a l'estimee de Cauchy \\0' 7 (H N (t))\\ < C |7|+1 et 
/(C,6(C,t)) = E 7 6N«^ 7 (C,©(C,t)) %(H N (t)). Rappelons -r' (H N (t),h(r)) = 
a'(H N (t)Mr)) f'(h(r),H N (t)), d'ou F N (t) = £ 7€Nm G J N (t) 6^(C, 6(C, *))), qui 
equivaut encore a Fpj(w, G(w, r))) = X! 7 eN m C]v( u '' r )) © 7 (M t ))j e t fmale- 
ment F N (w,<3>(w,r)) = X! 7 eN™ ( w > ©( w ' t )) @' 7 (H n (t)). En conclusion, l'ap- 
plication (H N ,H N ): (M,0) — > (A-f',0) etablit une equivalence convergente. □ 

§9 Necessite de la non-degenerescence holomorphe 

On rappelle qu'une hypersurface C w (M',p') est holomorphiquement degeneree 
p' si et seulement si il existe un germe de champ de vecteurs L' = Y^=i a 'j(^')w T ^ 
coefficients holomorphes non tous nuls, tangent a (M',p') (voir [3,19]). La necessite 
de la non-degenerescence holomorphe pour la regularity de h a ete etablie dans [4] 
pour les diffeomorphismes CR C°°, mais l'auteur ne connait pas de reference publiee 
pour la necessite dans le cas formel. En voici une demonstration breve utilisant [1] . 

Proposition 9.1. II existe w'(t') E C[t']\C{t'}, ro'(0) = 0, tel que le flot C n 3 
t' 1— > exp(ui'(t')L')(t') E C n induit une auto- application formelle inversible non- 
convergente : (M',0) (M',0). 

Preuve. Soit if': (t',u') 1— > exp(-u'L')(t') = it'), le flot local de I/, qui est 

holomorphe en t' E C n et u' E C, pour ||t'||, \u'\ < e, e > 0. Ce flot satisfait 
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0) = t' et d ul tp' k {t',u') = a' k ((p'(t',u')). Comme V ^ 0, on a d u > ip' {? , u') ^ 0. 
On peut supposer d^ip^t', u') ^ 0. Soit w'(t') G C[t']\C{i'}, ^'(O) = 0, une serie 
formelle non convergente, satisfaisant de plus du'ip'^t', w'(t')) ^ dans C[t'J (il 
en existe beaucoup). Si la serie formelle h$ : t' (-^jf <p'(t' \w'(t')) etait convergente, 
alors t' i— >jr w'{t') le serait aussi (par le Lemme 2.4), contrairement au choix de w' . 
Enfin, V etant tangent a (M ; , 0), il est clair que h$(M', 0) Qf (Af, 0). □ 
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